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1. VECTORES

lvan Vargas Blarnco
Fisico
Profesor, Instituto Tecnologico de Costa Rica

1.1 CANTIDADES VECTORIALESY ESCALARES

Definicién de Magnitud

Atributo de un fendmeno, cuerpo o sustancia que puede ser distinguido cualitativamente y
determinado cuantitativamente’. También se entiende como cantidad fisica formada por un
nimero y launidad de medidarespectiva. £femp/os 0.3 um, 3 km, 24 m/s, 12 J.

Definicién de Escaar

Cantidad fisica que solo tiene magnitud. Son gjemplo de escalares: distancia, masa, tiempo,
rapidez, temperatura, area, volumen, densidad, trabajo, energia, potenciay frecuencia. Los
escalares pueden ser manipulados por lasreglas del algebra ordinaria.

Ejemplos:  4m, 5kg, 60 s, 20 m/s, 37 °C, 8 m?, 4 m°, 24 Kg/m®, 1.78 J, 50 W y 333 Hz

Definicién de Vector

Cantidad fisica que tiene magnitud, direccion y sentido. Son gemplo de vectores: la
velocidad, la aceleracion, lafuerza, € peso, la cantidad de movimiento, € desplazamiento,
campo eléctricoy el campo magnético.(la palabra vector significa portador en latin).
Ejemplos: -4 mls, +9.8 m/s?, 500 N 30°, -25 Kg m/sy —20 m

Representacién gréfica de vectores

Un vector se representa gréficamente, como un segmento dirigido de recta PQ de un punto
Pllamado punto inicia o origen a otro punto Q llamado punto terminal o termino. Una
punta de flecha en un extremo indica el sentido; lalongitud del segmento, interpretada con

una escala determina la magnitud. La direccién del vector se especifica a dar los angulos
gue forma el segmento de recta con |os gjes de coordenadas.

Ejemplo:
Termino
Q Direccion: 30°
Magnitud: 60 m
Escala 1cm=20m
P
Origen

! Peste F. Vocabulario Internacional de Términos Fundamentales y Generales de Metrologia.Centro Nacional
de Metrologia.México.1996
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Notacion de vectores

Algebraicamente |os vectores se representan con letras del afabeto castellano, mayUsculas
0 mindsculas; usualmente en un texto impreso se utiliza la letra en negrita, tal como b que
significa ambas propiedades del vector, magnitud y direccion. En la escritura manual

ponemos una flecha sobre la | etra para denotar la cantidad vectorial, tal como 5.
Ejemplos
z:-35m/s, A:50millasNorte, & 15 km Suroeste, B: 20 m Oeste, PQ: 50 m/s 30°

Lamagnitud o longitud de un vector se representa colocando el vector entre barras o
simplemente laletra asignada.

A =50millas, A= 50 millas, [0 =: 50 m/s, AO=:50mis
Direccion de un vector con puntos cardinal es
Para dar la direccién de un vector mediante puntos cardinales se anota de primero € punto

cardinal norte o sur de acuerdo ala ubicacion del vector , luego e angulo que forma con el
norte o sur y finalmente el punto cardinal este u oeste segiin corresponda.

N
A:20m
Escalaa 1cm=10m
30°
O E

A:20m, N 60° O

4
B:30m, S45° E

S

B:30m
Direccion de un vector con lamedida del angulo (coordenadas polares)

En este caso se anota la magnitud del vector y el angulo que forman larama positivadel ge
X'y € vector, e angulo se toma como positivo 0 negativo en la misma forma que se hace
en los estudios de trigonometria. La magnitud del vector y € angulo son Ilamados
coordenadas polares.

- Y La magnitud y
A: 20 el angulo son
Escda 1cm=10m llamadas
30° Coordenadas
Polares
O X
A: 20 m, 150°
4
B: 30 m, -45°

B:30m
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Clasificacion de vectores

Definicion de linea de accidn de un vector
Eslarectaalaque pertenece € vector
Ejemplo:

Vectores paralelos
Son aquellos que tienen sus lineas de accion paralelas.
Ejemplo:

U i o

Vectoresiguaes
Son aguellos vectores que tienen la misma magnitud ,direccion y sentido aungue no tengan
el mismo punto de aplicacion.

Ejemplo:
NRB A=B
Vectores dedlizantes

Son aguellos vectores que pueden moverse sobre su linea de accion sin cambiar su
magnitud y direccion.
Ejemplo:

A B
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Vectoresfijos
Son aguellos vectores que no deben deslizarse sobre su linea de accion porque interesa que
el origen coincida con un punto de aplicacion del sistema.
Ejemplo.
E

Vectores libres

Son aguellos vectores que pueden moverse libremente en e espacio con sus lineas de
accion paraelas.

Ejermplo:
74 /2‘
Vector opuesto de st vedor

Se define como aguel que tiene la misma magnitud del vector y esta a 180° respecto al
vector y se representa como €l negativo del vector, & = -& por lo cua se le llama

vectores iguales y opuestos o0 antiparalelos Un vector puede ser opuesto a otro si solo tiene
direccion opuesta.

'E/.'qnp/a'

A

Vector unitario: &
Es aquel vector de magnitud la unidad o longitud unitariay deigual direccion que el vector
dado. Si A o Aes un vector cualquiera de longitud A>0, entonces A/A o A/ Aes un vector

unitario denotado por ao &, con lamismadireccion de A. Por lo tanto A=Aa 0 A= A3
Ejemplo.

Este es uno
de los
vectores mas

Importantes

2:7meor =  a=A-TM0 4 e
A 7
a :1m 60°
Por o tanto podemos escribir el vector A como

A= Aa
A=T7am
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Vectores consecutivos
Son aguellos vectores donde el término de uno coincide con € origen del siguiente.
Ejemplo.

b
a/ \

Vectores concurrentes
Son aguellos vectores cuyas lineas de accidn se intersecan en un punto.
Ejemplo.

Yy ¢

1.2 OPERACIONES CON VECTORES GRAFICAMENTE

a)Multiplicacién de un escalar por un vector gréficamente
Si se multiplicaun escalar 4 por un vector A resultael vector A4 cuyamagnitud hasido
multiplicada por 4y e sentido depende del signo del escalar.

Ej:

A:2m 30° siA=2 AA=22m)=4m 30°

/

Practical.l

Dado € vector z: 50 m 300° . Hallar:
a) Larepresentacion del vector
b) El vector opuesto de &
c) El vector unitario de &
d) Unvector concurrentea z
€) Un vector consecutivo a &
f) Unvector perpendicular a &

g) Un vector cuya magnitud sea ; a
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b) Suma gréfica de vectores
Para sumar vectores graficamente existen diferentes métodos:

Método del triangulo
Es el método para sumar dos vectores consecutivos formando un triangulo con la resultante.
Se deben seguir |0s siguientes pasos:
1. Enundiagramadibujado aescalatrazar el vector & con su direccion propiaen €
sistema de coordenadas.

2. Dibujar el vector halamismaescalacon lacolaen lapuntade &,asegurdndose de
que btenga su misma direccion propia.

3. Setrazaun vector desde lacolade & hastalapuntadel vector & . Semidela
longitud del vector resultante y se realiza conversion con la escala, esto nosdala

magnitud del vector suma. Luego se mide el angulo que forma el vector sumacon la
ramapositivadel ge X.

Eeacdcdol1

Dados los siguientes vectores:. A: 30 m , 35°, B: 20 m , -45°.Obtener € vector
sumaS= A+ B,mediante e método del triangulo.

Solucion:

| S=A+B

Método del paralelogramo
Es & método para sumar vectores concurrentes. Se dibujan los vectores 7 y g con origen

comun, luego en la figura se traza una paralelaa 7 y por e término de 7 se traza una
paradela a g; ambas paraelas y los dos vectores forman un paraelogramo. El vector

resultante 7 de sumar 7 y g se traza desde e origen de ambos vectores hasta la

interseccion de las pardelas. Se mide la longitud del vector resultante y se rediza
conversion con la escala, esto nos dala magnitud del vector suma. Luego se mide el éangulo
que forma el vector suma con larama positivadel ge X.

Ejercicio 1.2

Dados |os siguientes vectores. 7: 25 m 60°, g: 35 m 0°.Obtener €l vector suma 7 = 7 +
g, mediante e método del paralelogramo.

Solucion:

f
60°
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Método del poligono

Para sumar vectores por e método del poligono se colocan |os vectores consecutivosy el
vector suma es la resultante que va desde € origen del primer vector a término del dltimo
vector.

Ejecico 1.3

Un auto se desplaza 300 m del Norte 30° a Este, luego 500 m del Sur 60° a Este y
finalmente 300 m a Sur. Hallar ladistanciay direccion alaque quedo del punto deinicio.
Solucion:

Propiedades delasumade vectdres

1. Ley conmutativa paralasuma.
a+b=h+2

Q!

b
2. Ley asociativa paralasuma.

a+ (é+ 7‘): (E/+ é)+ f

Leyes del dgebravectoria?

Si A, By C sonvectores, my 11son escalares, entonces

1. A+B=B+A Ley conmutativa paralasuma

2. A+(B+C)=(A+B)+C Leyasociativaparalasuma

3. mnA)=(mn) A= {mA) Ley asociativaparalamultiplicacion

4. (m+nA=mA+nA Ley distributiva

5. M A+B)=mA+ mB Ley distributiva
Observe que en estas leyes sdlo la multiplicacién de un vector por uno o més escalares esta
definida. Mas adel ante se definen los productos entre vectores.

2Murray R.S. Mateméticas Avanzadas para Ingenieria y Ciencias M GrawHill. México.2001. pag.149.
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b) Resta gréfica de vectores
Laresta de vectores es una suma indicada utilizando €l concepto de vector opuesto.
R=A- B= A+ (— B)

Recuerde que

Tiene lapropiedad de no ser conmutativa. para la resta
A-B= B- A gréfica los
Ejemplo 1.4 vectores deben
7. o P o = tener un origen
Sean A:20m60° B:50mo0e. comiin
Hallar:
a S= A+B
b) A= A- B
c) ki=B-A
Solucion:

Practical.2
Sean A:30m110°
B: 50 m 60°
Hallar:
a S= A+
b) A= A-B
c) ki=B-A
d) Pruebe que A- B=—(B- A)

N
o

1.3 OPERACIONES CON VECTORES ANALITICAMENTE

1) SUMA ANALITICA DE VECTORES
Para sumar vectores analiticamente existen diferentes métodos:

Método de teoremas
Consiste en hallar la resultante de |a suma vectorial de dos vectores, utilizando relaciones
como €l teorema de Pitédgoras o el teorema de cosenosy senos.

Teorema de Pitagoras

Cuando los vectores forman un angulo recto la magnitud de la suma o resultante se obtiene
por medio del teorema de Pitédgorasy la direccion por larelacion trigonométrica tangente.

EENray

b tanf =

Q\\Q

ay
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Eedcol3
Un avion vuela hacia el Norte a 90 m/s un fuerte viento sopla hacia el este arazon de 72
km/h'y desviasu rumbo. Hallar lavelocidad del avion para un observador en latierra.

Solucion:

, 20 Ws,

90 /s S

0.

=+ tang = 2
‘3(:,/(90)%(20)2 tanez%
|$ = /8500 tand = 0.222
\3(: 92.2 m/s 6=125°

Respuesta: S: 922mv/s, 12.5° ( en coordenadas polares)

Ejecicio Propuesto:

Al oir la cascabel de una serpiente, usted realiza dos desplazamientos rgpidos de 6.0 m y
50 m, a oeste y a sur respectivamente. Calcule la magnitud y direccion del
desplazamiento resultante utilizando € método del teorema de Pitégoras. Utilice e método
gréfico para obtener |a respuesta, compare los resultados.

Respuesta:

Teorema de cosenos y Senos
Cuando los vectores forman cualquier angulo la magnitud de la suma o resultante se
obtiene por medio del teorema de cosenosy la direccién por € teorema de |os senos.

\éfz =&+ -2abcosd  (Ley decosenos)

seno.  senp - send

- ; (Ley de senos)
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Ejeacdo 14
Dos hombres tiran de un bote, uno aplicaunafuerzade 100 N y el otro de 80 N con un
angulo de 60° entre ellas. Hallar 1a fuerza resultante sobre el bote

Solucion:
Parala magnitud Paraladireccion
" = &+ 17 - 2abcosd = segﬁz ‘99;79
|47 = (100)? + (80)? — 2(100)(80) cos120° s _ sel20
80 1562
|47 = 10000 + 6400 — ~8000 sop = 02"
156.2
|4 =+24400 s = 0.4435
H =156.2 m/s B =263

Respuesta: . 156.2nmv/s 26.3° (en coordenadas polares)

Ejercicio Propuesto:
Un conductor de automévil mangja 3 km en la direccion de 60° noreste y luego 4 km en la

direccion norte.¢Donde termina respecto de su punto de inicio?.Utilice el método anterior,
compare su resultado con su respuesta s utiliza el método grafico.

Método de componentes rectangulares
Dado un vector puede ser expresado en términos de muchos vectores que se suman
consecutivamente |lamados vectores componentes del vector.

A
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La divisién de un vector en componentes no es Unica dado que un vector puede formarse
por suma de muy diversas maneras, pero es de mayor utilidad descomponer un vector solo
en términos de sus vectores componentes rectangulares o cartesianas.

a) Componentes Rectangulares o Cartesianas de un Vector
Entre e ilimitado nimero de posibles divisones de un vector en componentes tiene
especial importancialas que se restringen aladireccion de los ges cartesianos.

Vectores unitarios rectangulares

Los vectores unitarios rectangulares 7,7 y k son vectores unitarios cuya direccion
sentido es la de los ges positivos X, y, y zde un sistema de coordenadas rectangulares, a
menos que se especifique de otra manera. Tales sistemas derivan su nombre del hecho de
que un tornillo de rosca derecha girado 90° de Ox a Oy, avanzard en ladireccion zpositiva

Se dice que tres vectores que tienen puntos iniciales coincidentes, y que no son coplanares
forman un sstama derecho o sistema diestro si un tornillo de rosca derecha girado en un

angulo menor que 180° de A a B avanzaen ladireccién C

z A=Al
A é B= B}
C= Ck
Ak n _
A -1 y

h=1

Componentes de un vector en & plano

y

,le: componente en ladireccion del ge X

|

|- componente en ladireccion del ge’Y

A= A + A, :Definicion de suma de vectores
Utilizando | os vectores unitarios, se tiene
A=Ai
Yy = ij
A=A +A =Ai+ A/
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Modulo o magritud del vector
Usando el teorema de Pitégoras se tiene

A=A
M = Jf\//‘LTAy2 : magnitud del vector.

2 - 2 - . - . - .
+ ‘Ay‘ : los vectores unitarios tienen magnltud unitaria

Relaciones tiles
A =Acosb S % = cosé
AJ/
A =Asno — w = send
tang ==
AX
A L,
0 =arc tan (Tyl direccién del vector.
Ejecicio 1.5
Calcule las componentes x, ) de los siguientes vectores:
a 12mN37°E
b : 15m,-40°
¢ : 6m, 60° con x negativo en €l tercer cuadrante
Solucion:
a, = acosd b, = bcoso ¢, = ccosd
a, =12mcos53° b, =15mcos-40° ¢, = 6/mcos240°
a=172m b,=115m c,=-3m
a,= asend b, = bsent ¢, = csend
a,=12msab3° b, =15msen-40° ¢, = 6msa240°
a,=96m b,=-9.6 m c,=-52m
a=aj+a,j . b=bi+b,] L C=cl+C,)

a=(72/+96)) m . b=0115-96)) m.. ¢=(-3/-52)) m

Ejercicio Propuesto:
Calcule las componentes x, ) de los siguientes vectores:

A :24m,S20°0

B : 1.7m,-120°
C : 3.4m, 30° con x negativo en e segundo cuadrante
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Eedcol6
Calcule lamagnitud y direccion del vector representado por |os siguientes pares de
componentes:

a A =36cm, A =-72cm
b) B,=-14cm, B,=-9.35cm

Solucion:
2*:+,/AX2+Ay2 a=+1,BX2+By2
A=+J36)+(-7.2) B =+|(-14)° + (-9.35)°
A=+648 B=+/89.4
21 — 4804 cm B=+9.45 cm
tang = — 12 tan = 20
36 “14
6 = —63.4° p=815°

Respuestas:  A: 804cm, -634°; B: 945cm, 81.5°

Ejecicio Propuesto:

Calcule lamagnitud y direccion del vector representado por 10s siguientes pares de
componentes:

a a,=-2.34km, a,=870km

b) b,=1.60km, b,=5.75km

b) Sumade varios vectoresen € plano

Sean |os siguientes vectores, todos en € plano XY

@
3
3
)
2
<
8
Q
B
8
g
®

W
[
N

+ B, + CX+...)7+(Ay+ B, + C‘y+...)]'

X



14 VECTORES /van VVargas Blanco, Fisico

S, =(A,+B,+C,+...) :sumadelascomponentes en ladireccion del gje X
S,=(A+B,+C, +..) :sumadelas componentes en ladireccion del eie’ Y

S=S57+S,] :vector resultante

‘fst =+/S/+S :magnitud del vector resultante
S,

tang ==

X

S
O =arctan (?y] : angulo que forma el vector resultante

Eiecicio17

Una particula experimenta tres desplazamientos sucesivos en un plano, como sigue: 4.13 m
SO, 5.26 m E, y 5.94 m en unadireccion de 64° NE. Elijael gje x apuntando al estey € ge
y apuntando hacia el norte, y halle () las componentes de cada desplazamiento, (b) las
componentes del desplazamiento resultante, (¢) lamagnitud y direccion del desplazamiento
resultante, y (d) el desplazamiento que se requerira paratraer de nuevo ala particula hasta
el punto del arranque.’

Solucion: N
C:594 m
o > £
B:5.26 m
A:413 m
S
€)] A, = Acosé B, = Bcoso C, = Ccosé
A, =4.13mcos225° B, =5.26mcos0°  C, =5.94/mcos26°
A =-29m B, =526 m C,=534 m
A, = Asard B, = Bsa® C, = Csend
A, =4.13msap25° B, =5.26mser0° C, = 5.94msar26°
A, =-29m B,=0m C,=26m
A=Ai+A] .B=Bi+B,] . C=Cj+C,]

A=(-29/-29)) m:. B=(5.26/+0)) m.. C=(53/+26/) m

® Resnick.R. Fisica VVol.1. Cuarta Edicién. Compafifa Editorial Continental,S.A. México. 1999. Pb:22



15 VECTORES /van VVargas Blanco, Fisico

(b) i X
(-29/-29)) m

(5.26/+0)) m
=(53/+26)) m
S=(7.7/-03)) m

S,
S=+5°+S/ tan9=§y
S=+(7.7)% + (-0.3)2 tand = _70
S=+77 m 0 =-22°

O W D!
Il

(©)

(d)
el desplazamiento que se requerird paratraer de nuevo alaparticula hasta el punto
del arranqueesde 7.7 m.

Ejercicio Propuesto:
El vector A esde2.80 cmy esta 60° sobre el eje x en e primer cuadrante. B esde 1.90
cmy esta 60° por debajo del e xen € cuarto cuadrante. Obtenga la magnitud y direccién

de A+ B. Dibuje un diagrama de la sumay muestre que sus respuestas numéricas
concuerdan con las de su dibujo”.

¢) Componentes de un vector en e espacio tridimensiona
El procedimiento desarrollado para los vectores en e plano se extiende a espacio

tridimensional de la siguiente forma. Cualquier vector A en tres dimensiones se representa
con su punto inicia en e origen O de un sistema de coordenadas rectangulares. Sean

(A, A, A,) las coordenadas rectangulares del punto terminal de un vector A con punto
inicial en O. Los vectores A =Aj,A =A7J A=Ak redben e nombre de

componentes rectangulares de un vector o smplemente vectores componentes en las
direcciones de x, y, y Z respectivamente. Por comodidad en la notacion cada vector
componente se expresa por la magnitud de la componente por un vector unitario en cada

gje. A estos vectores unitarios se les designapor 7, 7 y k donde:
7= vector unitario en e gje x=(1,0,0)
7= vector unitario en e ge y=(0,1,0)
k= vector unitario en e ge z=(0,0,1)

Por lo tanto un vector en componentes rectangulares de tres dimensiones se escribe de la
siguiente manera.

4 Sears F.W. Fisica Universitaria. Novena edicion.Pearson Educacion. México.1999.Pb.1-37
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donde (AX, A, Az) son las magnitudes de | os vectores componentes rectangulares o sealas

proyecciones del vector sobrelosges x, yy z

De estamanera el vector quedaexpresadoasi A= Aj+ A ] + Ak
Ejercicio 1.8
Representar €l vector A: (3,-2,3)

Practical.3
Represente los siguientes vectores ( 2, 2, 4) , (-2, 4, 3)

Magnitud de un vector en tres dimensiones
Lamagnitud se obtiene aplicando el teorema de Pitagoras dos veces.

A= (a7 arf o4
‘A:m : Magnitud del vector



17 VECTORES /van Vargas Blanco, Fisico

Direccion de un vector en tres dimensiones
Ladireccion del vector A en tres dimensiones se puede obtener de dos maneras:

a) por mediio de los coseros de /os angulos directores
Son los &ngulos que e vector forma con cada gje.
o = angulo entre el vectory € ge x

a, By

B =angulo entre el vector y €l ge y ;Z/ooi
y = angulo entre el vector y el ge z directores

L 0s cosenos son respectivamente

cosa = — = A, =|Acosa
v A
A -
cos,8=/4y = A, =|Acosp
A, )
cosy = ﬁ =S A, =|Acosy

Luego se obtiene la funcién inversa para obtener cada angulo. Por lo tanto todo vector en
tres dimensiones se puede expresar con los angulos directores asi.

A= Aj+ AT+ Ak
A=|Acosal +| Acos ffj +| Acosyk
donde
A = A*cos® a + A cos® f+ A cos’ y

b) por medio de los angulos 6 y ¢ de /as coordenadas esféricas

Definimos dos angulos; 6 como & angulo que hace €l vector con el eieZy ¢ como €
angulo que hace la proyeccién del vector sobre el plano XY con el ge X positivo ( ver
figura). Estos angulos estan dados de la
siguiente forma:

A

cosé = j = A, = Acosé
AJ/

tan¢=7 = A = Atang

con esto se puede demostrar que:

A, = Asard cosg

A, = Asapseny

A, = Acosf

A lasvariables (1,0,9) seles llama coordenadias esfericas En nuestro caso r=A. Por lo
tanto todo vector en tres dimensiones se puede expresar de la siguiente forma.

A= AT+ AJ+ Ak
A= Asarf cosdl + Aserfsand) + Acosok
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Eedcol9
Dado € vector C:25m o =175°
B=75°
v = 140°
Expresarlo en componentes rectangulares.
Solucion:
=|Acosa :Hcosﬁ =|Acosy
A, =25mcosli/s® A, =25mcos7S? A, = 25mcos140°
A =-249 m A, =65 m A =-191m
A=Ai+AJ+ A, k
A= (-24.97+657-19.14) m
Eecdco 110
En & siguiente diagrama, hallar:
a) Lascomponentes F,Fy, F»
b) Losangulosa, B,y
Y
X
Solucion:
a)Por medlio de cosenos directores
F, = Fcosa F,= Fcosp F, = Fcosy
F,=? F,="? F, = 500N cos40°
F,=3830 NV
F, = Rsax F, = Rcosa
F,=3214NsaB0° F,=321.4Ncos30°
F,=160.7 N F,=27183 N
set :g = R= Fseni
R=5005e140° R=3214 N
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F, .

COSo = +— = COSo = @ = a=712°
H 500
F

cosf == = cosf = 2183 =  pB=56.2°

‘/:‘ 500

b)Por mediio de coordenaaas esféricas
Como € =40°y ¢ =60° , tenemos

F, = Fsend cos¢g F, = Fsen@seng F, = Fcosf
F, =500 Nserh0°cos60°  F, =500 NserA0° seri60° F, =500/Ncos40°
F,=160.7N F,=2183N F,=383.0N

L os angul os se obtienen como en el caso anterior.

Ejecicio Propuesto:
Unafuerza Factlaen € origen de un sistema en unadireccion dado por o, = 75° y y = 130°
Sabiendo que A, =300 N.
Hallar:
a) Lafuerza F
b) Lascomponentes ~ y F,
c) Elangulop
Respuesta F = 416.1N, F, =107.7TN, F, = 267.4N, = 43.8°

d) Sumade vectores en d espacio
Lasumade vectores en e espacio se redliza de manerasimilar ala empleada paralos
vectores en €l plano.
Sean |os siguientes vectores,

Sumando los vectores se tiene

= A+ B+ C+...
=(A+B,+C, +.. )/+(A +B,+C, +.. )/+(A +B,+C,+.. )k

S, =(A,+B,+C,+..) :sumadelascomponentes en ladireccion del gje X
S,=(A +B,+C, +..) :sumadelascomponentes en ladireccion del e’ Y
S,=(A,+ B,+ C,+..) :sumadelascomponentesen ladireccion del e Z



20 VECTORES /van Vargas Blanco, Fisico

5= 57+ S,j+ Sk : vector resultante

‘:ST = +\/ S +SP+S/] - magnitud del vector resultante,
La direccion se obtiene por medio de una de | as formas mencionadas anteriormente.
Eeaco 111
Dados |os vectores:
a=3/+2/-4k
b=-2/+ ]+ 5k
c=-/-6/
Hallar:
a) S= %{73+ 3(b+ Z‘)}
b) lamagnitud y direccién de S
c) Un vector unitario en ladireccion de a

d) Un vector opuesto a &
e) El vector 5a

Solucién:

@) S
b=-2/+ j+5k
c=-1-6/+0k

(b+©) =-3/-5]+5k
3(b+¢) =-9/-15]+15k
a=3/+2)-4k
a+3(b+¢) =-6/-137+11k
3:%{a+3(13+z)}=—27—%}'+1—21/}

$=-3/-65/+55k
(b)

\:e( = +/(-3)% + (-6.5)% + (5.5)?

$=9.03
adireccion con angulos directores:

COSa = ';? = CoSa = 9.03 = a =109.4°
A _

cosp = 2; = cosf = % = 4 =136.0°

CoSy = ;{Z = Cosy = % =y =525°
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Respuesta:  5:9.03,a =109.4°, B

direccion con coordenadas esféricas:

4

cosd =

tang =

0!

Respuesta:
(©)

4=055/+0.37/-0.74k
@
b=-2/+ j+5k
~b=2/-]-5k
(e) L
2=31+2]-4k
5a=15/ +10/— 20k

Ejercicio Propuesto:
Dados |os vectores;

A=31-2]+2k
B=4]+3k
C=7+4)-5k
Hallar:
a) S= A+2(B+ 0
b) lamagnitud y direcciénde C

~136.0°, y = 52.5°

) =6 =52.5°
9.03

—65 = ¢ =65.2°
65.2°

: vector unitario en coordenadas rectangulares

: vector unitario en ladireccion de a

¢) Un vector unitario en ladireccion de B

d) Un vector opuesto a A
e) Representar el vector C
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©) Restadevectoresen e planoy en € espacio
Sean |os siguientes vectores,
A=Aji+ A J+ Ak
B=B/+B,j+ B,k
Realizando laresta A= A— B setiene

4B A
( _BX)7+(Ay_By).7+(Az_Bz)k

X'

R.=(A,— B,) :restadelascomponentesen ladireccion del ge X
R,=(A,- B,) :restadelascomponentesen ladireccion del ge’Y
R,=(A,- B,) :restadelascomponentesen ladireccion del geZ

R=Rji+R,j+ Rk : vector resultante

Ejacicio 1.12
Dados |os vectores:
A=2]+5] -4k
B=-2]+3)+5k
C=-2/-6/
Hallar:
3 R=1{A-3B-0)
b) Demuestre que (C— B) = —(B- C)
c) lamagnitud y direccién de C
d) Un vector unitario en ladireccién de A
e) A+ B+ C+ D=0 Halar D

Solucion:
@ S
B=-2/+3/+5k
C=-2/-6/+0k
(B-C)=07+97+5k
3(B-C) =0/ +27+15k
A=2]+5]-4k
~3(B-C)=0/-27/-15k
A-3(B-C) =2/ -227-19%
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R=7-11j-95k

(b)
Demuestre que (C— B) = —(B- C)

(B-C)=0/+97+5k
—(B-C)=0/-9/-5k
C=-2/-6]+0k

B=-2]+3)+5k
(C-B) =0/-9]-5k

(© ) o
C=-2/-6/+0k
C=+/(-2)% +(-6)*
C=6.32
aireccion para un vector en dos dimens ones:
C, -6
tang = —- :>tan9=—2 =0=715°

X

Respuesta:  C:6.32,0 = 71.5° ( en coordenadias polares)
(d)

A=(2)? +(5)% + (-4)?
A=6.7
5~ —4-

A:i7+_/+_k
6.7 67° 6.7

A=0.307 +0.74/-0.60k : vector unitario en ladireccion de A
(e) o )
+ B+ C+ D=0 Hdlar D
2] +5) -4k
= —27+3}'+ 5k
=2/ -6/+0k
A+ B+ C=-2]+2]+k
D=—(A+B+0)

AR N

o W
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D=—(-21+27+K)
D=2/-2)-k

Ejercicio Propuesto.

Dados |os vectores:
a=3/+2)-4k
b=-2i+j+ 5k
c

Hallar:

a) $=1{a-3(b- o)}

b) lamagnitud y direccion de ¢

b) Un vector unitario en ladireccion de b
¢) a+b+c¢+d=0 Halar d

d) Un vector opuesto a a

€) Representar el vector ¢

—/-6/

2) MULTIPLICACION DE VECTORES
Definiremos tres clases de operaciones de multiplicacion por vectores:

1- Multiplicacion de un vector por un escalar

2- Multiplicacion de dos vectores para dar por resultado un escalar
(PRODUCTO ESCALAR O PRODUCTO PUNTO)

3- Multiplicacion de dos vectores para dar como resultado otro vector
(PRODUCTO VECTORIAL O CRUZ)

a) Multiplicacion de un vector por un escalar
Sea

A= Aj+AJ+ Ak : unvector dado
m  : unescalar
Se define e producto del escalar (/7)) por el vector A como e vector

mA= mAj + mA, ]+ mAk

tal que:
m>0 mA :tieneladirecciény sentido de A
m<0 mA : esde sentido opuesto a A
m=0 mA=0: ¢ resultado es el vector nulo

su magnitud es

A =|nfA

Ejemplo:

Por lo tanto
AA=(4)2] - (4)3]+ (4 k=81 -12] + 4k
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b) Multiplicacién de dos vectores paradar por resultado un escaar (PRODUCTO
ESCALAR O PRODUCTO PUNTO)

El producto escalar de dos vectores Ay B, denotado por A- B (1éase A punto B) se

define como e producto de las magnitudesde Ay B por e coseno del angulo entre ellos.
Simbdlicamente,

A-B= AB cos6 0<0<r
Observe que A- B esun escalar y no un vector.

Recuerde que e/

resultado de A- B es
un numero no un vector

Conmutatividad del producto escalar
Deladefinicion del producto escalar se tiene

A-B= AB cos6
= BA cos 6
=B A
Representacion geometrica del producto escalar -
Geomeétricamente el producto escalar esla magnitud de un vector por la proyeccion del otro
sobre d, asi

A : magnitud del vector A
B cos6 : proyeccion del vector B sobre el vector A

B cos9

Producto escalar en componenites cartesanas

Aplicando la definicion del producto escalar alas unidades vectoriales cartesianas, se tiene
z

A

I-1= ‘7”7‘ cos0°=1

x>

i j= ‘7”}‘ c0s90°=0

b )
<

De esta manera tenemos | os resultados
k=1
0

Il
\_,
\ 4

~0 0

X\
(I
~0 XV

x> X

.
‘/'=

N~ N0

Estos resultados se aplican ala multiplicacion de vectores expresados en componentes
rectangulares o cartesianas
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Sean los vectores
A=Ai+ A J+ Ak
B=Bji+B,]+ Bk
Multiplicando ambos vectores termino atermino, obtenemos:
A B=(Ai+Aj+ AR (BJ+B,j+ B,k
=Aj-Bji+ Al -B,j+ Al Bk+AjJ-Bi+AjJ B,j+AjJ Bk+ Ak Bi+ Ak B,j+ Ak Bk

ABJI-i+ABJ-j+ABj-k+ AB j-i+AB,j j+AB,j -kt ABk-i+ABk- j+ ABk k

ABji-1+AB,j j+ABk k

A B=AB,+AB,+AB, : producto escalar en términos de las componentes

Relacionando la definicion de producto escalar con e resultado anterior, tenemos

A-B= AB cos 6
A B=AB.+AB,+AB,
ABcos0 = AB,+ A,B,+ AB,
Por |o tanto
AB.+AB,+AB,

: &ngulo entre los vectores Ay B
AB

cosO =

Propiedades del Producto Escalar

1-El resultado de un producto escalar es un nimero.

2-El producto escalar satisface la propiedad conmutativa
A-B=B-A

3-El producto escalar satisface la propiedad distributiva respecto ala suma
A(B+O)=A B+ AC

4-Si 6 = 0° el producto escalar de vectores paralelos es
A-B=ABcos0°=AB =  esel maximo

5-El producto escalar de dos vectoresiguales es
A- A= AL cos0°=AA = A?

6-Si 6 = 90° e producto escalar de vectores perpendicul ares diferentes de cero es
A-B= AB cos90° =0

7-Si 6 = 180° € producto escalar de vectores opuestos es
A-B= AB cos180°=-AB =  esunnlmero negativo
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Ejecicio 1.13
Sean dos vectores de 35 y 75 unidades respectivamente que forman entre si un angulo de
34°. Calcular su producto escalar.

Solucion;
A-B= AB cos@ 0<O<r
A- B=(35)(75) cos34°
A- B=2176.2

Ejercicio 1.14

Calcular & producto escalar de dos vectores de 5 y 12 unidades respectivamente si son:
a) consecutivos colineales
b) opuestos
c) perpendiculares
d) Obtengael producto escalar de un vector consigo mismo

Solucion:
€Y o
A-B= AB cos6 0<0<r
A- B=(5)(12) cos0°
A- B=60
(b) o
A-B=AB cos6 0<O0<r
A- B=(5)(12) cos180°
A- B=-60
(c) o
A-B= AB cos6 0<O<7
A- B=(5)(12) cos90°
A-B=0
(d) o
A-A= AAcosb 0<0<r
A- A= (5)(5) cos0°
A-A=25
Ejercicio 1.15
Sean los vectores.
a=3/+2j-4k
b=-2i+j+ 5k
C=—/-6/
Hallar:

a) a-b= ¢Son los vectores perpendiculares?
b) Calcular el anguloentre 2y b
0)3a-b) =
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Dos vectores son
perpendiculares s/

d) S=1{a-2b+ )}

SluGion: a-b=0 ¢Porque?
@

a-b=ab coso O<O<m

ab=awb,+ab,+ab,

a-b=03)-(-2+(2)-D+(-49-(5

a-b=-24
.. los vectores no son perpendiculares, pues, € producto escalar no esigual acero.
(b)
_ab+ab,+ab,

c0s0 = g - &ngulo entre los vectores ay b

a=.\a+a+a

a=@3)’ +(2)" + (-4’
a=54

b=\t + 0, + 1

b=+(-2)? + (1) +(5)°
b=55

24
s=— 7
(5.4)(5.5)
0=143.9° :éanguloentrelosvectores 2y b

(©)

Q!

3(a- b) =3(-24)
3(2-b) =-72

(d)
S=1{a-2(b+0)|
b=-2i+j+ 5k
c=-1-6/+0k
(b+¢) =-3/-5]+5k
2(b+¢) =-6/-107+10k
a=3/+2)-4k
a-2(b+ 0 = (-6)(3) + (~10)(2) + (10)(-4)
a-2(b+¢)=-78
S=1{a-2(b+0)|=1(-78)
S=-26
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Ejercicio Propuesto:
1.Dados los vectores

A 16U 60°
B :9u 225°
Hallar:

A-B=7 y e angulo entre los vectores

2.Haciendo uso del producto escalar obtener larelacion conocida con e nombre de teorema
de los cosenos.

¢) Multiplicacion de dos vectores para dar como resultado otro vector (PRODUCTO
VECTORIAL O CRUZ2)

El producto vectorial de Ay B esunvector C= Ax B (léase A cruz B). Lamagnitud
de Ax B se define como el producto de las magnitudesde Ay B por el seno del angulo
entreelos. Ladireccion del vector C= Ax B es perpendicular al plano formado por Ay
B demodo que A, By C forman un sistema derecho. Asi

Ax B=ABsn 0 i 0<O<r

donde i es un vector unitario queindicaladireccién de Ax B.Lamagnitud del producto
vectorial esta dada por ‘74>< a =ABsen .

Anticonmutatividad del producto vectoria

Tenemos que
Ax B+ Bx A
pues
Ax B=UAE sen 0
Bx A=—iBAsen 0
= Ax B=—Bx A

Esto es conocido
como 1areglade
la mano derecha”

(a)




30 VECTORES /van VVargas Blanco, Fisico

Representacion geomeétrica del producto vectoridl
Lamagnitud del producto vectorial geométricamente se representa como la magnitud del

vector A por lacomponente del vector B perpendicular a vector A.Lo queesigual a
area del paralelogramo formado por |os dos vectores.

\Zx 3: A(B sen 0)

v

Producto vectorial de uridades cartesianas

Aplicando la definicion del producto vectoria alas unidades vectoriales cartesianas, se
tiene
z
i =[ifi sen0°=

x>

7x /:MM sen 90°k = k

De esta manera tenemos | os resultados
Ixi=jxj= kx k=0 /
ixj=k, Jxk=1, kxi=] X

/
/xk:—/, /(></=—/' , }'x?:—k
Regla nemotécnica

j

Producto vectorial en componentes cartes anas
Estos resultados se aplican ala multiplicacion de vectores expresados en componentes
rectangulares o cartesianas

Y

N0
<

Sean los vectores

A= Al+ A+ Ak

B=B,j+B,j+ Bk
Multiplicando termino atermino, obtenemos
Ax B=(Al+ A J+ AR x(BJi+ B, ]+ BK)

= AlxBj+ Alx B,j+ Alx Bk+ AJx Bj+ AJxB,j+ Ajx Bk+ Akx B+ AkxB,j+ Akx Bk

= ABJixT+ ABJx j+ ABJxk+ AB,JjxI+AB <]+ AB,jxk+ ABkxi+ ABkx j+ ABk<k
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=ABx j+AB,ixk+AB, jxi+AB,jxk+ABkxi+ABkx J
= AXByk+ AB,(—))+ AyBX(—k) + AyBZ/ + AB, J+ Asz(—/)

Ax B=(A,B,~ AB,)i +(AB,~ AB,)j+(AB,~ AB)k  : producto vectoria en
términos de las componentes
rectangulares.

Como este procedimiento resulta tedioso se puede utilizar el operador determinante que
realiza esta misma operacion.

Sean |los vectores
A=Ai+ A j+ Ak
B=BJ/+B,j+ B,k

i
Ax B=|A,
BX

k:B )

k
Al=(AB,-BA) - (AB,—- BA)]+(AB,- BXAy)/}
BZ

®

y

Tomando la magnitud del producto vectorial podemos encontrar €l dngulo entre los
vectores.

|Ax B=AB sen o O<sO<r
o5 e
= senf = 1B : angulo entrelos vectores Ay B
Propiedades del Producto Vectorid

1-El resultado de un producto vectorial es un vector.

2-El producto vectorial no es conmutativa
Ax B= - Bx A

3-El producto vectorial satisface la propiedad distributiva respecto ala suma
Ax (B+ C) = Ax B+ Ax C

4-Si 6 = 0° el producto vectorial de vectores paralelos es
Ax B= AB sen 0°ti =0

5-El producto vectorial de dos vectoresiguales es
Ax A= AAsen 0°0 =0

6-Si 6 = 90° e producto vectorial de vectores perpendicul ares diferentes de cero es
Ax B= AB sen 90°U = AR

7-Si 6 = 180° €l producto vectoria de vectores opuestos es
Ax B= AB sen 180°i1 =0
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Ejecicio 1.16
Dados los vectores..
A=47-27-k
B=2/+3)+5k
C=-1-6/
Hallar:
a) Ax B= ¢Son los vectores perpendiculares o paralelos?
b) Calcular e anguloentre Ay B

c) A (BxC) =
d) Ax(BxC) =
Solucion:
@ o
ik
AxB=|4 -2 -1=(-2-5-3--1)/—(4-5-2--1)j+(4-3-2--2)k
2 3 b5 Dos vectores son

paralelos si

Ax B=(-10--3)] - (20~ -2) j + (12— -4)k Z2xH =0 gPorquer

Ax B=-71-22]+16k

L os vectores no son paralelos, pues, Ax B=0.

Para saber si son perpendiculares calculamos el producto escalar.
A B=AB. +AB,+AB,
A-B=(4)-(2+(-2-(3+(-D-(5)

A B=-3
|os vectores no son perpendiculares.

(b)
| Ax B=AB sen o O<6<r
e e
= senf = 5 : angulo entre los vectores Ay B

A= A+ A+ A

A= (8% +(-2) + (-1)?
A=4.6

B=\B,+B,+ B;

:

:
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B=1(2)*+(3* +(5)’
B=61
\Ax3:¢en+caa+aa
\Zxazzgl

280

 (4.6)(6.1)

iMe parece que
esto se esta
complicando!

A (BxC)=7?

BxC=|2 5 =(3:0--6-5)7—(2:0--1-5)j+(2--6—-1-3)k
-1 -6 0
Bx C=(0--30)7 - (0—-5) J+ (12— -3)k
Bx C=30/-5]-9%

A=47-2]—k

-(Bx C) = (4)(30) + (-2)(-5) + (-D(-9)

-(Bx

—

0) =139

AL N N

@
Ax(BxC) =
Bx C=30/-5/-9%
A=4i-2j-k

A A

I J Kk

Ax(BxC)=|4 -2 -1=(-2--9--5.-1)/—(4--9-30--1) J+ (4--5-30--2)k
30 -5 -9

Ax (Bx C) =137 + 6] + 40k

Ejecicio1.17

Un estudiante afirma que ha encontrado un vector A tal que

(2/ -3/ +4K)x A= (47 +3)- k)

¢Cree usted que esto es cierto? Explique’

® Serway . Fisical Tomo |.Cuarta Edicion. M°Graw Hill. Pb.7,Cap11.
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Solucion:
Sabemos que €l vector resultante de un producto vectoria es perpendicular a plano que
contiene alos vectores, por lo tanto s realizamos un producto escalar entre €l vector

2/ —3J+4ky d vector 47+ 3] - k, debe ser igual acero pues son perpendicul ares,

.b=ab coso O<Osr
b=ab,+ab,+ab,

b= DH+(=3-Q+@-(-D
=-5

YRR R WERE 1
oS!

. El vector 27 —3/+ 4k y @ vector resultante4/ + 3/ — k, no son perpendiculares o
gue nos dice que esto no es cierto.

Ejercicio Propuesto:
1.Sean los vectores:

a=3/+2)-4k
b=-2i+j+ 5k
c=-/-6/
Hallar:
a) ax b= ¢Son los vectores perpendicul ares?
b) Calcular el anguloentre 2y b
b) 3(ax b) =
0) S=1tlax2b+0)

2.Dados los vectores
A 16U 60°
B  :9u 225°
Hallar:
a) Ax B=? y e angulo entrelos vectores
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